Quadratic polynomials over binary fields by Navrátilová, Barbora
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ
ÚSTAV MATEMATIKY
FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF MATHEMATICS
KVADRATICKÉ POLYNOMY NAD BINÁRNÍMI POLI
QUADRATIC POLYNOMIALS OVER BINARY FIELDS
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
BACHELOR'S THESIS
AUTOR PRÁCE BARBORA NAVRÁTILOVÁ
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE doc. RNDr. MIROSLAV KUREŠ, Ph.D.
SUPERVISOR
BRNO 2011
Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství
Ústav matematiky
Akademický rok: 2010/2011
ZADÁNÍ BAKALÁŘSKÉ PRÁCE
student(ka): Barbora Navrátilová
který/která studuje v bakalářském studijním programu
obor: Matematické inženýrství (3901R021) 
Ředitel ústavu Vám v souladu se zákonem č.111/1998 o vysokých školách a se Studijním a
zkušebním řádem VUT v Brně určuje následující téma bakalářské práce:
Kvadratické polynomy nad binárními poli
v anglickém jazyce:
Quadratic polynomials over binary fields
Stručná charakteristika problematiky úkolu:
Práce se zaměří na studium kvadratických polynomů nad konečnými poli charakteristiky 2. Mezi
těmito polynomy pak na ty, které indukují bijekci nad polem a na popis třídy takových bijekcí.
Dále bude vyšetřeno zobecnění pro n kvadratických polynomů n neurčitých.
Cíle bakalářské práce:
- studium polynomů na binárních polích, možnosti jejich grafického znázornění
- popis kvadratických polynomů indukující bijekci na binárních polích o 2^n prvcích (alespoň pro
malá n)
- diskuse vlastnosti těchto bijekcí (typ permutace)
- uvedení souvislostí s Maubachovou hypotézou o neexistenci k-tice polynomů indukujících lichou
permutaci
Seznam odborné literatury:
[1] Lidl, R., Niederreiter, H.: Finite Fields, Cambridge University Press, 1997
[2] Maubach, S., A problem on polynomial maps over finite fields, arXiv:0802.0630v1
Vedoucí bakalářské práce: doc. RNDr. Miroslav Kureš, Ph.D.
Termín odevzdání bakalářské práce je stanoven časovým plánem akademického roku 2010/2011.
V Brně, dne 25.10.2010
L.S.
_______________________________ _______________________________
prof. RNDr. Josef Šlapal, CSc. prof. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc.
Ředitel ústavu Děkan fakulty
Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ kvadraticky´mi polynomy nad bina´rn´ımi poli, ktere´ in-
dukuj´ı bijekci. Stanov´ıme podmı´nky bijekce na konktre´tn´ım bina´rn´ım poli s vy´hledem
dalˇs´ıho zkouma´n´ı polynomia´ln´ıch automorfismu˚ indukuj´ıc´ıch bijekci.
Summary
This bachelor’s work concerns to quadratic polynomials over binary fields which induce
bijection. We specify conditions for the bijection on the particular binary field with a view
to further examine the polynomial automorphisms inducing a bijection.
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1. U´vod
Prˇedlozˇena´ bakala´rˇska´ pra´ce je zameˇrˇena na kvadraticke´ polynomy nad bina´rn´ımi
poli, ktere´ indukuj´ı bijekci. V u´vodu te´to pra´ce zava´d´ıme polynomy obecneˇ pro okruh,
kde na´sledneˇ za´va´d´ıme i vesˇkere´ operace, pojmy polynomia´ln´ıho zobrazen´ı, substitucˇn´ıho
principu a kompozice. Nezava´d´ıme bina´rn´ı aritmetiku viz [1]. V dalˇs´ı kapitole se zaby´va´me
polynomia´ln´ımi automorfismy na konecˇny´ch pol´ıch, za´va´d´ıme pojem krotke´ho automor-
fismu, ktery´ zminˇujeme prˇedevsˇ´ım v souvislosti s Maubachovou hypote´zou, jezˇ pojedna´va´
o neexistenci liche´ permutace polynomia´ln´ıho zobrazen´ı Fn2m → Fn2m , n ≥ 2, m > 1.
Dalˇs´ı kapitola je veˇnova´na vlastn´ı analy´ze konkre´tn´ıch bina´rn´ıch pol´ı. Zaby´va´me se po-
lynomy jedne´ neurcˇite´, dvojic´ı polynomu˚ dvou neurcˇity´ch. Pro tuto cˇa´st byl vytvorˇen
program v syste´mu Mathematica. Na za´kladeˇ jeho vy´stupu byla formulova´na a na´sledneˇ
dokazova´na tvrzen´ı o vlastnostech dvojice polynomu˚ nad konecˇny´m polem F22 . Uva´d´ıme
podmı´nky nutne´ i postacˇuj´ıci pro bijekci, prˇicˇemzˇ platnost nutny´ch podmı´nek mu˚zˇeme
uvazˇovat obecneˇ. Za´rovenˇ postacˇuj´ıc´ı podmı´nky na´m mohou slouzˇit i jako na´vod ke kon-
strukci bijektivn´ı dvojice.
Na´sleduj´ıc´ı kapitola je veˇnova´na graficke´ interpretaci teˇchto dvojic kvadraticky´ch poly-
nomu˚ na toru, kde je mimo jine´ i srovna´n´ı jejich specificky´ch vlastnost´ı s polem F23 , tedy
vyloucˇen´ı obecne´ platnosti pro libovolne´ bina´rn´ı pole.
Posledn´ı kapitola je veˇnova´na mensˇ´ı diskusi z´ıskany´ch vy´sledk˚u v souvislosti s Maubacho-
vou hypote´zou vzhledem k pocˇtu bijekc´ı indukovany´ch krotky´mi automorfismy. Uva´d´ıme
prˇehled pocˇtu bijekc´ı pro pole F22 pro kombinace dvojic polynomu˚ nejvy´sˇe kvadraticky´ch.
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2. Polynomy n neurcˇity´ch nad
okruhem
Tuto kapitolu rozdeˇl´ıme na dveˇ cˇa´sti. V prvn´ı cˇa´sti si uvedeme specia´ln´ı prˇ´ıpad poly-
nomu˚ n neurcˇity´ch - polynomy jedne´ neurcˇite´. Uvedeme zde za´kladn´ı definice, zavedeme
za´kladn´ı aritmetiku polynomu˚ a neˇktere´ vlastnosti, ktere´ budeme da´le potrˇebovat. Druha´
cˇa´st zobecn´ı poznatky z prvn´ı cˇa´sti pro polynomy n neurcˇity´ch a take´ pro n-tice takovy´ch
polynomu˚. Du˚kazy v obou cˇa´stech maj´ı obdobnou konstrukci, proto ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u
jsou pro na´zornost uvedeny pouze v prvn´ı cˇa´sti.
2.1. Polynomy jedne´ neurcˇite´ nad okruhem
Definice 2.1. Necht’ R = (R,+, ·) je nepra´zdna´ mnozˇina se dveˇma bina´rn´ımi operacemi
+ a ·. R se nazy´va´ okruh, jestlizˇe plat´ı:
(R1) (R,+) je komutativn´ı grupa.
(R2) (R, ·) je pologrupa s jednicˇkou.
(R3) plat´ı tzv. distributivn´ı za´kony : pro a, b, c ∈ R
a · (b+ c) = a · b+ a · c ,
(b+ c) · a = b · a+ c · a .
Neutra´ln´ı prvek grupy (R,+) se nazy´va´ neutra´ln´ı prvek okruhu R vzhledem k operaci +
a oznacˇ´ıme jej 0R.
Neutra´ln´ı prvek pologrupy (R, ·) se nazy´va´ neutra´ln´ı prvek okruhu R vzhledem k operaci
· a oznacˇ´ıme jej 1R.
Pozna´mka 2.1. Obvykle prˇedpokla´da´me 1R 6= 0R, v prˇ´ıpadeˇ rovnosti by se jednalo
o trivia´ln´ı okruh.
Definice 2.2. Necht’ R je okruh. Jestlizˇe pologrupa (R, ·) je komutativn´ı, nazy´va´ se R
komutativn´ı okruh.
Definice 2.3. Necht’ (R,+, ·) a (R,+, ·) jsou dva okruhy. Zobrazen´ı ϕ : R→ R nazveme
homomorfismus jestlizˇe pro a, b ∈ R
ϕ(a+ b) = ϕ(a)+ϕ(b),
ϕ(a · b) = ϕ(a)·ϕ(b),
ϕ(1R) = 1R.
Definice 2.4. Polynom jedne´ neurcˇite´ nad okruhem R definujeme jako zobrazen´ı
a : N0 → R s konecˇny´m nosicˇem.
Oznacˇen´ı 2.1. Polynom a : N0 → R, a(0) = r0, a(1) = r1, a(2) = r2,. . . , oznacˇ´ıme jako
r0X
0 + r1X
1 + r2X
2 + . . . (pouze konecˇny´ pocˇet ri je nenulovy´ch) s na´sleduj´ıc´ı konvenc´ı:
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(α) mı´sto 0RX
0 + 0RX
1 + 0RX
2 + . . . (vsˇechna ri nulova´) p´ıˇseme 0.
(β) mı´sto r0X
0 budeme psa´t r0I
(γ) mı´sto 1RX
i budeme psa´t X i
Polynom a mu˚zˇeme tedy zapsat jako a ≡ r0I + r1X1 + r2X2 + . . . zkra´ceneˇ a ≡ ∑i riX i.
Nadcha´zej´ıc´ı definice 2.5, 2.6 ,2.8 a veˇta 2.2 spolecˇneˇ s jej´ım d˚ukazem inspirova´ny [3].
Du˚kaz veˇty 2.1 inspirova´n [2].
Definice 2.5. (Scˇ´ıta´n´ı a na´soben´ı polynomu˚):
Meˇjme dva polynomy a, b, kde a ≡ ∑i riX i, b ≡ ∑i siX i, pak
a+ b ≡ ∑i tiX i, kde ti = ri + si, tedy a+ b ≡ ∑i(ri + si)X i
a · b ≡ ∑i tiX i, kde ti = ∑k,l∈N0
i=k+l
rk · sl.
pro a ≡ r0I budeme psa´t a · b = ∑i r0siX i, pro b · b · b · . . . · b︸ ︷︷ ︸
i−kra´t
uzˇijeme oznacˇen´ı bi.
Veˇta 2.1. Polynomy s operacemi + a · tvorˇ´ı komutativn´ı okruh. Okruh polynomu˚
v neurcˇite´ X nad okruhem R oznacˇ´ıme R[X].
D˚ukaz: v d˚ukazu budeme uvazˇovat n = max {deg f, deg g, deg h}
(R,+) je komutativn´ı grupa:
Komutativita: f + g =
∑n
i=0 aiX
i +
∑n
i=0 biX
i =
∑n
i=0 (ai + bi)X
i =
∑n
i=0 (ai + bi)
=
∑n
i=0 biX
i +
∑n
i=0 aiX
i = g + f.
Asociativita: f + (g + h) =
∑n
i=0 aiX
i + (
∑n
i=0 biX
i +
∑n
i=0 ciX
i)
=
∑n
i=0 aiX
i +
∑n
i=0 (bi + ci)X
i =
∑n
i=0 (ai + (bi + ci))X
i
=
∑n
i=0 ((ai + bi) + ci)X
i =
∑n
i=0 (ai + bi)X
i +
∑n
i=0 ciX
i
= (
∑n
i=0 aiX
i +
∑n
i=0 biX
i) +
∑n
i=0 ciX
i = (f + g) + h.
4
2. POLYNOMY N NEURCˇITY´CH NAD OKRUHEM
Neutra´ln´ı prvek: f + 0 =
∑n
i=0 aiX
i +
∑n
i=0 0X
i =
∑n
i=0 (ai + 0)X
i
=
∑n
i=0 aiX
i = f.
Inverzn´ı prvek: f + (−f) = ∑ni=0 aiX i +∑ni=0 (−ai)X i = ∑ni=0 (ai + (−ai))X i
=
∑n
i=0 0RX
i = 0.
(R, ·) je pologrupa s jednicˇkou:
Komutativita: f · g = (∑ni=0 aiX i) · (∑nj=0 bjXj) = ∑2nl=0 (∑i+j=l aibj)X l
=
∑2n
l=0 (
∑
i+j=l bjai)X
l = g · f.
Asociativita: f · (g · h) = (∑ni=0 aiX i) · ((∑nj=0 bjXj) · (∑nk=0 ckXk))
= (
∑n
i=0 aiX
i) · (∑2nl=0 (∑j+k=l (bjck))X l)
=
∑3n
m=0 (
∑
i+j+k=m ai(bjck))X
m
=
∑3n
m=0 (
∑
i+j+k=m (aibj)ck)X
m
= (
∑2n
q=0 (
∑
q=i+j=m−k (aibj))Xq) ·
∑n
k=0 ckX
= ((
∑n
i=0 aiX
i) · (∑nj=0 bjXj)) · (∑nk=0 ckX )
Jednicˇka: f · 1R = (∑ni=0 aiX i) · 1R = ∑ni=0 aiX i = f.
Distributivn´ı za´kony:
f · (g + h) = (∑ni=0 aiX i) · (∑nj=0 bjXj +∑nj=0 cjXj)
= (
∑n
i=0 aiX
i) · (∑nj=0 (bj + cj)Xj) = ∑2nl=0(∑i+j=l ai(bj + cj))X l
=
∑2n
l=0 (
∑
i+j=l (aibj + aicj))X
l
=
∑2n
l=0(
∑
i+j=l aibj)X
l +
∑2n
l=0(
∑
i+j=l aicj)X
l
= f · g + f · h.
Obdobneˇ doka´zˇeme pravy´ distributivn´ı za´kon.

Veˇta 2.2. (Substitucˇn´ı princip): Necht’ ϕ : R → R je homomorfismus a r ∈ R. Pak
existuje jediny´ homomorfismus Φr : R[X]→ R takovy´, zˇe :
(i) Φr(X) = r
5
2.1. POLYNOMY JEDNE´ NEURCˇITE´ NAD OKRUHEM
(ii) Φr(rI) = ϕ(r) pro vsˇechna r ∈ R
D˚ukaz: Necht’ a ∈ R[X], a ≡ ∑i riX i. Nejprve uka´zˇeme, zˇe Φr je jedine´. Vezmeme-li
Φr ≡ ∑i ϕ(ri)ri, pak z (i), (ii) plyne jednoznacˇnost Φ. Nyn´ı uka´zˇeme, zˇe Φ existuje jako
homorfismus.
Meˇjme
Φr(I) = Φr(1RI) = ϕ(1R)1R;
pro a ≡ ∑i riX i, b ≡ ∑i siX i ma´me
Φr(a+ b) = Φr (
∑
i(ri + si)X
i) =
∑
i ϕ(ri + si)r
i =
∑
i ϕ(ri)r
i +
∑
i ϕ(si)r
i = Φr (
∑
i riX
i) + Φr (
∑
i siX
i) =
Φr(a) + Φr(b)
Φr(a · b) = Φr
(∑
k,l(rk + sl)X
k+l
)
=
∑
k,l ϕ(rk × sl)rk+l =
∑
k,l ϕ(rk)r
k · ϕ(sl)rl = ∑k ϕ(rk)rk ·∑l ϕ(sl)rl =
Φr
(∑
k rkX
k
)
· Φr
(∑
l slX
l
)
= Φr(a) · Φr(b).

Definice 2.6. Necht’ R = Map(R) je mnozˇina vsˇech zobrazen´ı z R do R s operacemi +, ·
(snadno oveˇrˇ´ıme, zˇe jde o okruh), necht’ r = idR je identicke´ zobrazen´ı a necht’ ϕ zobraz´ı
r ∈ R na prˇ´ıslusˇne´ konstantn´ı zobrazen´ı (f(x) = r pro vsˇechna x ∈ R).
Pak Φr zobraz´ı polynom na zobrazen´ı, ktere´ nazveme polynomia´ln´ı: pro dany´ po-
lynom a ∈ R[X] , a = ∑i riX i obdrzˇ´ıme zobrazen´ı: fa : R→ R , kde fa(x) = ∑i rixi.
Polynomia´ln´ı zobrazen´ı na R (definovane´ pro kazˇdy´ prvek z R ) tvorˇ´ı podokruh Map(R),
oznacˇme ji PolMap(R).
Zobrazen´ı ev : R[X]→ PolMap(R) definujeme jako ev(a) = fa a nazveme ho evaluace
polynomu a.
Oznacˇen´ı 2.2. Zobrazen´ı s : R → R mu˚zˇe by´t bijekc´ı. Bijekce tvorˇ´ı grupu vzhledem
ke skla´da´n´ı, ale ne okruh vzhledem k operac´ım + a ·. (Jednoduchy´ protiprˇ´ıklad: Meˇjmeˇ
dveˇ bijektivn´ı zobrazen´ı s1, s2 dana´ prˇedpisem:
s1 : 0 7→ 0 s2 : 0 7→ 1
1 7→ 1 1 7→ 0
je zrˇejme´, zˇe jejich soucˇet s1 + s2 jizˇ bijekc´ı nen´ı.) Bijekce z R do RoOznacˇme Bij(R).
Veˇta 2.3. Pro card R <∞ je Map(R) = PolMap(R).
D˚ukaz: Meˇjme konecˇny´ okruh R o p prvc´ıch, pak kazˇdy´ prˇedpis zobrazen´ı, lze obdrzˇet
prolozˇen´ım interpolacˇn´ım polynomem rˇa´du nejvy´sˇe p− 1.
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
Pozna´mka 2.2. Pro card R <∞ kazˇda´ bijekce je permutace.
Definice 2.7. Polynom a ∈ R[X] takovy´, zˇe ev(a) je bijekce, nazveme polynom indukuj´ıc´ı
bijekci, oznacˇ´ıme a ∈ R̂[X].
Pozna´mka 2.3. R̂[X] znacˇ´ı pouze polynomy indukuj´ıc´ı bijekci, netvorˇ´ı okruh. Jedno-
duchy´ protiprˇ´ıklad, secˇteme-li dva polynomy indukuj´ıc´ı bijekci liˇs´ıc´ı se jen o konstantu
nebo prˇ´ımo totozˇne´, obdrzˇ´ıme konstantn´ı zobrazen´ı. x2 +x2 = 0, pro vsˇechna x ∈ R, kde
R = F2m .
Pozna´mka 2.4. Nad polem existuje polynom indukuj´ıc´ı bijekci vzˇdy. Obecneˇ nad okru-
hem existovat nemus´ı.
Definice 2.8. (Skla´da´n´ı polynomu˚): Necht’ R = R[X] a necht’ a, b jsou polynomy
jedne´ neurcˇite´, r = a a ϕ : R→ R[X], kde r → rI.
Pak definujeme
b ◦ a = Φa(b),
operaci ◦ nazy´va´me skla´da´n´ı polynom˚u a cˇteme ”b po a”.
Veˇta 2.4. Necht’ a, b jsou polynomy z okruhu R takove´, zˇe a ∈ R̂[X] a b ∈ R̂[X], pak
a ◦ b ∈ R̂[X]
D˚ukaz: Je zrˇejme´, zˇe permutace permutace je opeˇt permutac´ı.

2.2. Polynomy n neurcˇity´ch nad okruhem
Prˇedchoz´ı cˇa´st nyn´ı zobecn´ıme pro polynom n neurcˇity´ch a pro n-tice polynomu˚
n neurcˇity´ch. Na u´vod si uvedeme dalˇs´ı definici specia´lniho prˇ´ıpadu okruhu. Kapitola je
inspirova´na [3]
Definice 2.9. Komutativn´ı okruh (R,+, ·) s dalˇs´ı bina´rn´ı operac´ı oznacˇenou ◦ nazveme
kompozicˇn´ı okruh, pokud splnˇuje
(F +G) ◦H = (F ◦H) + (G ◦H)
(F ·G) ◦H = (F ◦H) · (G ◦H)
(F ◦G) ◦H = F ◦ (G ◦H)
pro vsˇechna F,G,H ∈ R.
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Definice 2.10. Polynom n neurcˇity´ch nad okruhem R definujeme jako zobrazen´ı
a : Nn0 → R s konecˇny´m nosicˇem.
Veˇta 2.5. Polynomy n neurcˇity´ch s operacemi + a · tvorˇ´ı okruh. Okruh polynomu˚
v neurcˇite´ X1, . . . , Xn = X oznacˇ´ıme R[X].
D˚ukaz: Obdobny´ jako v prˇ´ıpadeˇ jedne´ neurcˇite´.
Scˇ´ıta´n´ı a na´soben´ı polynomu˚ n neurcˇity´ch zavedeme obdobneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ jedne´
neurcˇite´.
Definice 2.11. n-tici polynomu˚ n neurcˇity´ch nad okruhem R definujeme jako zobrazen´ı
a : Nn0 → Rn s konecˇny´m nosicˇem.
Veˇta 2.6. n-tice polynomu˚ n neurcˇity´ch s operacemi + a · tvorˇ´ı okruh. Okruh teˇchto
n−tic (R[X])n oznacˇ´ıme R[X]. Okruh R[X] = R[X1] polynomu˚ jedne´ neurcˇite´ je specia´ln´ı
prˇ´ıpad R[X].
D˚ukaz: Obdobny´ jako v prˇ´ıpadeˇ jedne´ neurcˇite´.
Oznacˇen´ı 2.3. Polynom a : Nn0 → R, a(0, . . . , 0) = r0,...,0, a(1, 0, . . . , 0) = r1,0,...,0, . . . ,
a(0, . . . , 0, 1) = r0,...,0,1, a(2, 0, . . . , 0) = r2,0,...,0, a(1, 1, 0, . . . , 0)r1,1,0,...,0, . . . , oznacˇ´ıme jako
r0,...,0I+r1,0...,0X1 + . . .+r0,...,0,1Xn+r2,0,...,0X
2
1 +r1,1,0,...,0X1X2 + . . . (pouze konecˇny´ pocˇet
rα je nenulovy´ch) s konvenc´ı obdobnou jako u polynomu˚ jedne´ neurcˇite´.
Polynom a mu˚zˇeme tedy zapsat jako a ≡ r0,...,0I+ r1,0...,0X1 + . . .+ r0...,0,1Xn+ r2,0...,0X21 +
r1,1,0...,0X1X2 + . . . zkra´ceneˇ a ≡ ∑α rαXα, kde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn0 .
n-tici polynomu˚ zap´ıˇseme a = (a1, . . . , an).
Veˇta 2.7. ( Substitucˇn´ı princip): Necht’ ϕ : R→ R je homomorfismus a r1, ...rn ∈ R.
Pak existuje jediny´ homomorfismus Φr1,...rn : R[X]→ R takovy´, zˇe :
(i) Φr1,...rn(Xi) = ri
(ii) Φr1,...rn(rI) = ϕ(r) pro vsˇechna r ∈ R
D˚ukaz: Obdobny´ jako v prˇ´ıpadeˇ jedne´ neurcˇite´.
Definice 2.12. Necht’ R = Map(Rn) je okruh vsˇech zobrazen´ı z Rn do Rn, ri, i = 1, .., n je
projekc´ı na i-tou slozˇku a necht’ ϕ zobraz´ı r ∈ Rn na prˇ´ıslusˇne´ zobrazen´ı ( f(x1, ..., xn) = r
pro vsˇechna x ∈ Rn).
Pak Φr1α ,...rnα zobraz´ı n−tici polynomu˚ na zobrazen´ı, ktere´ nazveme polynomia´ln´ı zobra-
zen´ı: pro danou n-tici polynomu˚ a = (a1, ..., an) ∈ R[X], obdrzˇ´ıme zobrazen´ı
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fa : R
n → Rn. Jako v prˇ´ıpadeˇ jedne´ neurcˇite´, polynomia´ln´ı zobrazen´ı tvorˇ´ı podokruh
Map(Rn), budeme jej znacˇit PolMap(Rn).
Zobrazen´ı ev : R[X] → Map(Rn) definujeme jako ev(a) = fa a nazveme jej evaluace
n-tice polynomu˚ a.
Je-li G podgrupa vzhledem ke skla´da´n´ı R[X], pak ev(G) znacˇ´ı podgrupu vzhledem
ke skla´da´n´ı v PolMap(Rn).
Oznacˇen´ı 2.4. Bij(Rn) ⊂Map(Rn) je grupa vzhledem ke skla´da´n´ı vsˇech bijekc´ıRn → Rn.
Definice 2.13. Necht’ F = (a1, . . . , an),G = (b1, . . . , bn), ai, bi ∈ R[X], ri = ai, i = 1, . . . , n
a ϕ : R→ R[X], kde r → rI. Pak definujeme
G ◦ F = (Φa1,...,an(b1), . . . ,Φa1,...,an(bn)),
bina´rn´ı operaci ◦ nazy´va´me skla´da´n´ı n-tic polynom˚u o n neurcˇity´ch.
Veˇta 2.8. Okruh R[X] je kompozicˇn´ı okruh.
D˚ukaz: Oveˇrˇ´ıme, zda R[X] splnˇuje prˇedpoklady kompozicˇn´ıho okruhu
Necht’ F = (a1, · · · , an) ≡ (∑α r1αXα, · · · ,∑α rnαXα),
G = (b1, · · · , bn) ≡ (∑α s1αXα, · · · ,∑α snαXα),
H = (c1, · · · , cn) ≡ (∑α t1αXα, · · · ,∑α tnαXα)
(F +G) ◦H = (a1 + b1, · · · , an + bn) ◦H
= (
∑
α(r1α + s1α)H
α, . . . ,
∑
α(rnα + snα)H
α)
= (
∑
α r1αH
α, . . . ,
∑
α rnαH
α) + (
∑
α s1αH
α, . . . ,
∑
α snαH
α)
= (F ◦H) + (G ◦H)
(F ·G) ◦H = (∑β,γ(r1β . . .1γ )Hβ+γ, . . . ,∑β,γ(rnβ . . .nγ )Hβ+γ)
= (
∑
β r1βH
β ·∑γ s1γHγ, . . . ,∑β rnβHβ ·∑γ snγHγ)
= (F ◦H) · (G ◦H)
Jak (F ◦G) ◦H tak i vy´raz (F ◦G) ◦H je roven(∑
γ r1γ
(∑
β s1β (
∑
α t1αX
α, . . . ,
∑
α tnαX
α)β , . . . ,
∑
β snβ (
∑
α t1αX
α, · · · ,∑α tnαXα)β)γ ,
. . .,∑
γ rnγ
(∑
β s1β (
∑
α t1αX
α, · · · ,∑α tnαXα)β , . . . ,∑β snβ (∑α t1αXα, . . . ,∑α tnαXα)β)γ
d˚ukaz asociativity pro technickou na´rocˇnost neuva´d´ıme cely´.

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3. Polynomia´ln´ı automorfismy na
konecˇny´ch pol´ıch
V te´to kapitole si zavedeme polynomia´ln´ı automorfismy na konecˇny´ch pol´ıch a bu-
deme se zaby´vat Maubachovou hypote´zou, podle ktere´ polynomia´ln´ı bijektivn´ı zobrazen´ı
Fn2m → Fn2m , n ≥ 2, m > 1, prˇedstavuj´ı poze sude´ permutace. Vesˇkere´ uvedene´ definice a
veˇty se vztahuj´ı pouze ke konecˇny´m pol´ım. Definice 3.3 a 3.4 zavedeny dle [4], veˇta 3.4 a
definice 3.5 dle [5].
Definice 3.1. Grupu sudy´ch permutac´ı mnozˇiny S nazveme alternuj´ıc´ı grupa a budeme
ji znacˇit Alt(S). (Grupa vsˇech permutac´ı se znacˇ´ı Sym(S).)
Definice 3.2. Prosty´ surjektivn´ı homomorfismus okruhu R do R nazveme izomorfismus.
Homomorfismus okruhu do sebe nazveme endomorfismus.
Izomorfn´ı a za´rovenˇ endomorfn´ı zobrazen´ı nazy´va´me automorfismus na okruhu R.
Oznacˇen´ı 3.1. Oznacˇme AutRR[X] mnozˇinu automorfismu˚ na R[X].
Veˇta 3.1. AutRR[X] s operac´ı skla´da´n´ı tvorˇ´ı grupu.
D˚ukaz: Asociativitu bychom oveˇrˇili prˇ´ımy´m vy´pocˇtem. Jednicˇku grupy zde prˇedstavuje
identicke´ zobrazen´ı. Inverzn´ım prvkem je zde inverzn´ı zobrazen´ı.

Pozna´mka 3.1. Automorfismus ϕ ∈ AutRR[X] prˇiˇrad´ı kazˇde´mu polynomu n neurcˇity´ch
jiny´ polynom n neurcˇity´ch. Takovy´ automorfismus je plneˇ popsa´n na´sleduj´ıc´ım prˇedpisem,
kam se zobraz´ı 1, X1, X2, . . . , Xn:
1 7−→ 1
X1 7−→ F1(X1, . . . , Xn)
...
Xn 7−→ Fn(X1, . . . , Xn)
Definice 3.3. Afinn´ı automorfismus F ∈ AutRR[X] je automorfismus ve tvaru
1 7−→ 1
X1 7−→ F1(X1, . . . , Xn)
X2 7−→ F2(X1, . . . , Xn)
...
Xn 7−→ Fn(X1, . . . , Xn)
kde degFi = 1, pro vsˇechna i = 1, 2 . . . n.
Veˇta 3.2. Afinn´ı automorfismy tvorˇ´ı grupu vzhledem ke skla´da´n´ı. Oznacˇ´ıme ji
Aff(R, n) ⊆ AutRR[X]
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D˚ukaz: Je zrˇejme´, zˇe skla´da´n´ım polynomu˚ prvn´ıho stupneˇ dostaneme opeˇt polynom
prvn´ıho stupneˇ. Identicky´ automorfismus je prvkem Aff(R, n), slozˇky inverzn´ıho automor-
fismu jsou opeˇt polynomy prvn´ıho stupneˇ.

Definice 3.4. De Jonquie`r˚uv automorfismus F ⊆ AutRR[X] je automorfismus tvaru
1 7−→ 1
X1 7−→ a1X1 + f1(X2, . . . , Xn)
X2 7−→ a2X2 + f2(X3, . . . , Xn)
...
Xn 7−→ anXn + fn
kde ai ∈ R je jednotka (tedy i a−1 ∈ R), fi ∈ R[Xi+1, ..., Xn] pro vsˇechna 1 ≤ i ≤ n− 1 a
fn ∈ R.
Veˇta 3.3. De Jonquie`r˚uv automorfismus tvorˇ´ı grupu vzhledem ke skla´da´n´ı. Budeme
znacˇit J(R, n) ⊆ AutRR[X].
D˚ukaz: Je zrˇejme´, zˇe ani v tomto prˇ´ıpadeˇ operace sklada´n´ı vlastnosti grupy nenarusˇ´ı.
Identicke´ zobrazen´ı je opeˇt prvkem J(R, n), inverzn´ı zobrazen´ı obdrzˇ´ıme te´hozˇ tvaru. Po-
stup skla´da´n´ı v tomto prˇ´ıpadeˇ mu˚zˇeme prezentovat podobnost´ı s Gaussovou eliminacˇn´ı
metodou. Jde o eliminaci tvaru De Jonquie`rova automorfismu, kde vhodnou u´pravou lze
vyja´drˇit jednotlive´ elementy prave´ strany. Po te´to u´praveˇ dostane opeˇt tvar De Jonquie`rova
automorfismu.

Definice 3.5. Grupa krotky´ch automorfism˚u T(R, n) ⊆ AutRR[X] je generova´na J(R, n)
a Aff(R, n), tzn.
T(R, n) = 〈Aff(R, n), J(R, n)〉
tzn. kazˇdy´ krotky´ automorfismus z´ıska´me slozˇen´ım afinn´ıch a de Jonquie`rovy´ch automor-
fismu˚.
Definice 3.6. Automorfismus, ktery´ nen´ı krotky´, nazy´va´me divoky´ automorfismus.
Veˇta 3.4. Necht’ Fpm je konecˇne´ pole. Pak
(i) card ev(T(Fpm , 1)) = card Bij(Fpm)/(pm − 2)!,
pro F2,F3 ma´me ev(T(Fpm , 1)) = Bij(Fpm)
(ii) ev(T(Fpm , n)) = Bij(Fnpm)
pro n ≥ 2,kde p 6= 2 nebo p = 2, m = 1
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(iii) card ev(T(Fpm , n)) = card Bij(Fnpm)/2
pro n ≥ 2,kde p = 2, m ≥ 2
zejme´na ev(T(Fpm , n)) = Alt(Fnpm).
Hypote´za: Necht’ Fpm je konecˇne´ pole a n je kladne´ cele´ cˇ´ıslo, pak plat´ı
ev(AutFpmFpm [X]) = ev(T (Fpm , n)).
Tedy neexistuje polynomia´ln´ı automorfismus, ktery´ indukuje lichou bijekci. [5]
Pozna´mka 3.2. Pokud by existoval, mus´ı by´t nutneˇ divoky´.
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4. Experimenta´ln´ı analy´za
kvadraticky´ch polynomu˚ na
bina´rn´ıch pol´ıch
Tato kapitola obsahuje za´veˇry v podobeˇ veˇt, z´ıskany´ch na za´kladeˇ vy´stup˚u z programu˚
v syste´mu Mathematica na oveˇrˇen´ı bijekce kvadraticky´ch polynomu˚ a n-tic kvadraticky´ch
polynomu˚ nad konecˇny´m polem F2m . Rozeb´ıra´me zde hlavneˇ bijekci Fn2m → Fn2m a za
jaky´ch podmı´nek nastane. Zejme´na na´s zaj´ımaj´ı podmı´nky nutne´ a postacˇuj´ıc´ı.
Rˇesˇ´ıme pro 1 ≤ n ≤ 3 a pro mala´ m, vyj´ımaje prˇ´ıpad n = 1, zde rˇesˇ´ıme obecneˇ pro
vsˇechna m.
Oznacˇen´ı 4.1. Mnozˇinu dvojic kvadraticky´ch polynomu˚ dvou neurcˇity´ch nad bina´rn´ım
polem F2m oznacˇ´ıme (
2
F2m [X, Y ])2
4.1. Kvadraticke´ polynomy jedne´ neurcˇite´
nad konecˇny´m polem F2m
Tedy rˇesˇ´ıme situaci pro n = 1. Analyzovali jsme pole pro 1 ≤ m ≤ 5. Kvadraticky´ poly-
nom ma´ tvar ax2 + bx+ c, kde a 6= 0.
Pro vypsa´n´ı bijektivn´ıch polynomu˚ jedne´ neurcˇite´ nad polem F2m jsme pouzˇili na´sleduj´ıc´ı-
ho jednoduche´ho programu. PoleK zada´va´me pomoc´ı jeho redukcˇn´ıho polynomu, v nasˇem
prˇ´ıpadeˇ pro pole F25 [X] zadane´ K = GF [2, 1, 0, 0, 1, 0, 1] je redukcˇn´ı polynom tvaru
x5 + x2 + 1, cˇ´ıslo 2 znamena´ pouzˇit´ı binarn´ı aritmetiky. Symbol k[ ] oznacˇuje prvky
pole. Nejprve si vygenerujeme vsˇechny mozˇne´ kombinace tvaru kvadraticke´ho polynomu.
Do dany´ch rovnic dosad´ıme prvky poleK a hodnotu zobrazen´ı si necha´me vypsat v mnozˇi-
nove´m tvaru, u ktere´ho urcˇ´ıme jeho de´lku. Pokud se de´lka shoduje s celkovy´m pocˇtem
prvk˚u pole, necha´me jej vypsat.
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Obr 4.1 uka´zka programu na vygenerova´n´ı bijektivn´ıch polynomu˚ nad polem F25
Obr 4.2 uka´zka vy´stupu polynomu˚ indukuj´ıc´ıch bijekci nad polem F25
14
4. EXPERIMENTA´LNI´ ANALY´ZA
Na za´kladeˇ vy´stup˚u jsme zformulovali veˇtu:
Veˇta 4.1. Necht’ P ∈ F2m [X], P = ax2 + bx+ c, kde a, b, c ∈ F2m , a 6= 0.
Pak P ∈ F̂2m [X] ⇔ b = 0.
D˚ukaz:
” ⇐ ” Prˇedpokla´dejme b = 0, tedy P = ax2 + c. Koeficient c prˇedstavuje posunut´ı
zobrazen´ı, tedy bez u´jmy na obecnosti polozˇme c = 0. Necht’ D,Q ∈ F2m , D = x21, Q = x22,
P = Q ◦D. Tedy stacˇ´ı doka´zat, zˇe x2 ∈ F̂2m [X].
Prˇedpokla´dejme, zˇe x2 = (x+ d)2. Pak
x2 = x2 + d2
0 = d2
0 = d
⇒ P indukuje bijekci.
”⇒ ” Doka´zˇeme neprˇ´ımo. Prˇedpokla´dejme, zˇe b 6= 0 bez u´jmy na obecnosti uvazˇujme
P = x2 + bx, pak ∃d takove´, zˇe (x+ c)(x+ c+ b) = x(x+ b), pak pro ∀b ∃c takove´, zˇe
c2 + cb = 0. Pro b = c je rovnost splneˇna ⇒ P neindukuje bijekci.

4.2. Dvojice kvadraticky´ch polynomu˚ dvou neurcˇity´ch
nad konecˇny´m polem F2m
Tedy rˇesˇ´ıme prˇ´ıpad n = 2 pro 1 ≤ m ≤ 2. Kvadraticky´ polynom ma´ tvar ax2 + bxy +
cy2 + dx+ ey + f , kde a 6= 0 nebo b 6= 0 nebo c 6= 0 a kde a, b, c, d, e, f ∈ F2m .
V tomto prˇ´ıpadeˇ je konstrukce programu na´rocˇneˇjˇs´ı a celkova´ doba vy´pocˇtu vy´razneˇ
delˇs´ı nezˇ v prˇedchoz´ım prˇ´ıpadeˇ. Pole K zadefinujeme obvykly´m zp˚usobem. Opeˇt gene-
rujeme mnozˇinu vsˇech mozˇny´ch polynomu˚, ktere´ je mozˇne´ sestrojit dany´m prˇedpisem.
V dalˇs´ım kroku oveˇrˇujeme, zda dany´ polynom je kvadraticky´, pokud ano, dosad´ıme do
prˇedpisu prvky pole K. Aby polynom mohl tvorˇit s jiny´m polynomem
”
bijektivn´ı pa´r“,
mus´ı mı´t pocˇet vsˇech prvk˚u zobrazen´ı stejny´ a takte´zˇ mus´ı obsahovat vsˇechny mozˇne´
prvky. K tomu na´m slouzˇ´ı porovna´vac´ı prvek - Ress, s ktery´m je kazˇdy´ polynom, tedy
jeho hodnoty zobrazen´ı, porovna´va´ny. Ress je generova´n zvla´sˇt’, mimo hlavn´ı program.
Pokud polynom vyhovuje te´to podmı´nce, je prˇiˇrazen do prˇedchystane´ho pole, cˇ´ımzˇ kazˇdy´
polynom dosta´va´ i sve´ porˇadove´ cˇ´ıslo. V dalˇs´ım kroku polynomy
”
pa´rujeme“ a na´sledneˇ
jako v prˇ´ıpadeˇ jedne´ neurcˇite´, dosazujeme prvky pole K do vytvorˇeny´ch dvojic. Vy´sledky
necha´va´me vypsat mnozˇinoveˇ a porovna´va´me s potrˇebnou de´lkou pro bijekci n2. Dvojice
polynomu˚, ktere´ vyhovuj´ı te´to podmı´nce, necha´va´me vypsat.
15
4.2. DVOJICE KVADRATICKY´CH POLYNOMU˚ DVOU NEURCˇITY´CH
Obr 4.3 uka´zka programu na vygenerova´n´ı dvojic polynomu˚ nad polem F22
Vy´stup z programu dostaneme ve formeˇ vypsa´n´ı dvojice polynomu˚ a jejich cˇ´ıselnou
porˇadovou reprezentaci. Tento vy´stup si uprav´ıme a na´sledneˇ prˇenesem do textove´ho
souboru. Vy´stup obdrzˇ´ıme ve formeˇ: porˇadove´ cˇ´ıslo polynomu, dany´ polynom, ke ktere´mu
jsou vypsa´na pouze porˇadove´ cˇ´ısla polynomu˚ - zkra´ceneˇ ve formeˇ interval˚u, s ktery´mi
16
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tvorˇ´ı dohromady
”
bijektivn´ı pa´r“. V textove´m souboru prova´d´ıme i na´slednou celkovou
analy´zu.
Obr 4.4 uka´zka cˇa´sti vy´stupu v textove´m souboru, prvn´ı sloupec je porˇadove´ cˇ´ıslo polynomu˚,
dalˇs´ı sloupec je vypsane´ dane´ polynomy, da´le intervaly polynomu˚ vhodny´ch k
”
pa´rova´n´ı“ nad
polem F22
Na za´kladeˇ vy´stup˚u jsme pro m = 2 zformulovali veˇty:
Veˇta 4.2. (Prvn´ı nutna´ podmı´nka pro jednotlive´ polynomy dvojice)
Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı´nkou (P,Q) ∈
̂
(
2
F2m [X, Y ])2, pro poly-
nom P = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f je b = 0. (Analogicky plat´ı pro Q).
D˚ukaz: Uvazˇujme vsˇechny soucˇiny x · y prvk˚u x, y ∈ F2m . Jako hodnoty zobrazen´ı
obdrzˇ´ıme 2m−1 nul, m−1 prvk˚u oznacˇeny´ch 1, m−1 prvk˚u oznacˇeny´ch 2,. . . Je zrˇejme´,
zˇe pocˇet nul je odliˇsny´ od zbytku prvk˚u zobrazen´ı, prˇicˇten´ım tedy nedostaneme bijekci.

Veˇta 4.3. (Druha´ nutna´ podmı´nka pro jednotlive´ polynomy dvojice)
Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı´nkou (P,Q) ∈
̂
(
2
F2m [X, Y ])2, pro poly-
nom P = ax2 + cy2 + dx+ ey + f je:
jestlizˇe c = 0, e = 0 pak d = 0,
podobneˇ:
jestlizˇe a = 0, d = 0 pak e = 0.
(Analogicky plat´ı pro Q).
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D˚ukaz: Bez u´jmy na obecnosti mu˚zˇeme vz´ıt f = 0. Stacˇ´ı tedy doka´zat, zˇe ax2 + dx
nebo cy2 + ey nema´ prˇedpoklady k bijekci. Zde mu˚zˇeme pouzˇ´ıt modifikaci d˚ukazu veˇty
3.1.

Veˇta 4.4. (Trˇet´ı nutna´ podmı´nka pro jednotlive´ polynomy dvojice)
Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı´nkou (P,Q) ∈
̂
(
2
F2m [X, Y ])2, pro poly-
nom P = ax2 + cy2 + dx+ ey + f , kde a 6= 0, c 6= 0, d 6= 0, e 6= 0, je:
jestlizˇe a = c pak d 6= e.
(Analogicky plat´ı pro Q).
D˚ukaz: Vezmeˇme P = P1 + P2, kde P1 = ax
2 + bx, P2 = ay
2 + by. Hodnoty zobrazen´ı
obou polynomu˚ P1, P2 jsou mnozˇinoveˇ je stejne´ dvojice cˇ´ısel. Je zrˇejme´, zˇe po jejich secˇten´ı
nedostaneme bijekci.

Veˇta 4.5. (Prvn´ı nutna´ podmı´nka pro dvojici polynomu˚)
Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı´nkou pro dvojici polynomu˚, aby
(P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2 je P 6= Q+ k, kde k ∈ F22m .
D˚ukaz: Pro konkre´tn´ı (x, y) meˇjme P (x, y) = u, pak Q(x, y) = k + u = v. Dvojice
(u, v) tedy lezˇ´ı v obrazu zobrazen´ı (P,Q), ale dvojice (u,w), kde w 6= v tam jizˇ lezˇet
nemu˚zˇe. Nejde tedy o surjekci.

Veˇta 4.6. (Druha´ nutna´ podmı´nka pro dvojici polynomu˚)
Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2. Pak nutnou podmı´nkou pro dvojici polynomu˚, aby
(P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2 je P 6= Q · k, kde k ∈ F22m .
D˚ukaz: Meˇjme pro konkre´tn´ı (x, y) P (x, y) = u, pak Q(x, y) = k ·u = v. Dvojice (u, v)
tedy lezˇ´ı v obrazu zobrazen´ı (P,Q), ale dvojice (u,w), kde w 6= v tam jizˇ lezˇet nemu˚zˇe.
Nejde tedy o surjekci.

Veˇta 4.7. (Zachova´n´ı bijekce prˇi prˇicˇten´ı konstanty)
Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2. Pokud (P,Q) ∈
̂
(
2
F2m [X, Y ])2
pak i (k1 + P, k2 +Q) ∈ ̂(F2m [X, Y ])2, kde k1, k1 ∈ F22m .
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D˚ukaz: Meˇjme hodnoty zobrazen´ı dvojice (P,Q). Usporˇa´dejme tyto hodnoty dle prvn´ı
sourˇadnice, dostaneme tedy pro kazˇdou prvn´ı sourˇadnici mnozˇinu vsˇech mozˇny´ch prvk˚u.
Na´zorneˇ ukazˇme na dvojici polynomu˚ (P,Q) ∈ ( 2F22 [X, Y ])2.
0 7→ 0 1 7→ 0 2 7→ 0 3 7→ 0
0 7→ 1 1 7→ 1 2 7→ 1 3 7→ 1
0 7→ 2 1 7→ 2 2 7→ 2 3 7→ 2
0 7→ 3 1 7→ 3 2 7→ 3 3 7→ 3
Na´sledneˇ prˇicˇteme-li k hodnota´m dane´ konstanty, dojde pouze k permutaci p˚uvodn´ıch
hodnot. Zvolme pro na´zornost k1 = 1, k2 = 2, kde 2 je prvek pole oznacˇova´m symbolem
2, podobneˇ 1 je prvek pole oznacˇova´n symbolem 1.
1 7→ 2 0 7→ 2 3 7→ 2 2 7→ 2
1 7→ 3 0 7→ 3 3 7→ 3 2 7→ 3
1 7→ 0 0 7→ 0 3 7→ 0 2 7→ 0
1 7→ 1 0 7→ 1 3 7→ 1 2 7→ 1
Bijekce je tedy zachova´na.

Veˇta 4.8. (Zachova´n´ı bijekce prˇi vyna´soben´ı konstantou)
Necht’ (P,Q) ∈ (F2m [X, Y ])2. Pokud (P,Q) ∈
̂
(
2
F2m [X, Y ])2
pak i (k1 · P, k2 ·Q) ∈
̂
(
2
F2m [X, Y ])2, kde k1, k2 6= 0, k1, k1 ∈ F22m .
D˚ukaz: Obdobny´ jako pro pravidla prˇicˇ´ıta´n´ı konstanty. Meˇjme hodnoty zobrazen´ı
(P,Q). Usporˇa´dejme tyto hodnoty dle prvn´ı sourˇadnice, dostaneme tedy pro kazˇdou prvn´ı
sourˇadnici mnozˇinu vsˇech mozˇny´ch prvk˚u. Na´sledneˇ vyna´sob´ıme dany´mi konstantami,
dostaneme pro kazˇdou skupinku hodnot permutaci puvodnich hodnot. Bijekce je tedy
zachova´na.

Podrobnou analy´zu jsme provedli pro pole F22 , kde jsme pro jeho velikost mohli uve´st
vsˇechny prˇedpoklady pro tvorbu
”
bijektivn´ıho pa´ru“. Pro toto pole uvedeme jeho spe-
cificke´ vlastnosti, ktere´ jizˇ pro vysˇsˇ´ı stupenˇ m < 2 obecneˇ neplat´ı, pro prvkovy´ rozsah
se na´m nepodarˇ´ı jej plneˇ uplatnit pro stupenˇ nizˇsˇ´ı, tedy m = 1. K nadcha´zej´ıc´ım veˇta´m
nebudou uvedeny d˚ukazy, jejich proveden´ı je prˇ´ımy´m vy´pocˇtem.
Veˇta 4.9. (Pravidla symetrie)
Necht’ (P (X, Y ), Q) ∈ ( 2F22 [X, Y ])2, kde P (X, Y ) = ax2 + cy2 + dx + ey + f , kde a 6=
0, c 6= 0, d 6= 0, e 6= 0, a 6= c ∧ d 6= e. Pokud (P (X, Y ), Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2 pak i
(P (Y,X), Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2, kde P (Y,X) = ay2 + cx2 + dy + ex+ f .
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Pozna´mka 4.1. Jedna´ se skla´da´n´ı a specia´ln´ı volbu na´hrady v jednom polynomu z dvo-
jice. Meˇjmeˇ dvojici kvadraticky´ch polynomu˚ (P,Q) indukuj´ıc´ı bijekci a dvojici polynomu˚
(S, T ) indukuj´ıc´ı bijekci. Pro volbu S = Y , T = X obdrzˇ´ıme slozˇen´ım (P (S, T ), Q) ji-
nou formulaci prˇedcha´zej´ıc´ı veˇty o symetrii. Obecneˇ tato veˇta neplat´ı. Za prˇedpokladu
platnosti podmı´neˇnosti polynomu je da´le rozhoduj´ıc´ı volba polynomu˚ S a T - musej´ı za-
chova´vat kvadraticˇnost a nenarusˇit bijekci.
Obecneˇ mu˚zˇeme prˇedpokla´dat pro volbu S = X + k1, T = Y + k2, kde k je prvkem pole,
nenarusˇen´ı ani jednoho z prˇedpoklad˚u. T´ımto slozˇen´ım z´ıska´me jinak modifikovanou veˇtu:
Zachova´n´ı bijekce prˇi prˇicˇten´ı konstanty.
Ota´zkou z˚usta´va´ jaka´ jina´ volba dvojice S a T by byla vhodna´.
Veˇta 4.10. Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2, kde P = a1x2+d1x+e1y a Q = a2x2+d2x+e2y,
a 6= 0, pak za prˇedpokladu platnosti vsˇech nutny´ch podmı´nek (P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2,
jestlizˇe
(i) d1 = e1 = 0 ∧ e2 6= 0
prˇ: (P,Q) = (x2, x2 + 2x+ 2y)
(ii) d1 = d2 = 0 ∧ a1 = k · a2 ∧ e1 6= k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y, x2 + 2y)
(iii) d1 = e1 ∧ d2 = e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 2y + 2x)
(iv) a1 = k · a2 ∧ e1 = k · e2 ∧ d1 6= k · d2, kde e1 6= 0
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y + 2x, x2 + 2y + 3x)
(v) a1 = k · a2 ∧ e1 = k · d2 ∧ d1 6= k · d2 6= e1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y + x, x2 + 3y + 2x)
(Analogicky pro P = a1y
2 + d1y + e1x a Q = a2y
2 + d2y + e2x)
Veˇta 4.11. Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2, kde P = ax2 +d1x+e1y a Q = cy2 +d2x+e2y,
kde a 6= 0, c 6= 0, a = k · c, pak za prˇedpokladu platnosti vsˇech nutny´ch podmı´nek
(P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2, jestlizˇe
(i) (d1 = e1 = e2 = 0 ∨ d2 = e2 = d1 = 0
prˇ: (P,Q) = (x2, y2 + x)
(ii) d1 = e2 = 0 ∧e1 6= k · d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y, y2 + 2x)
(iii) e2 = 0 ∧ e1 = k · d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, y2 + 2x)
(iv) pro a = k · c, e1 6= 0 ∧ e2 6= 0∧ d1 6= 0∧ d2 6= 0 plat´ı:
(α) d1 = e1 = k · d2 = k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, y2 + 2x+ 2y)
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(β) d1 = e1 6= k · d2 ∧ e2 6= d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ y, y2 + 3x+ 2y)
(γ) d1 6= e1 ∧ d2 = e2 ∧ e1 6= k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, y2 + x+ y)
(δ) e1 = k · e2 ∧ d1 6= k · d2 ∧ d2 6= e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, y2 + 2x+ y)
() d1 = k · d2 ∧ e1 6= k · e2 ∧ d1 6= e1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 3y, y2 + 2x+ y)
(ζ) e1 = k · d2 ∧ (d1 6= k · e2 ∧ e2 6= d2 nebo d1 = k · e2 ∧ d2 = e2)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, y2 + x+ 2y)
(Analogicky pro P = ay2 + d1y + e1x a Q = cx
2 + d2y + e2x)
Veˇta 4.12. Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2, kde P = a1x2 + e1y a Q = a2x2 + cy2 + d2x+
e2y,kde a1 6= 0, a2 6= 0, a1 = k · a2, c 6= 0, d2 6= 0 ∨ e2 6= 0 pak za prˇedpokladu platnosti
vsˇech nutny´ch podmı´nek (P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2, jestlizˇe
(i) e1 = 0 ∧ e2 = 0
prˇ: (P,Q) = (x2, x2 + 2y2 + x)
(ii) e1 6= 0 ∧ a2 = c ∧ e1 = k · d2
prˇ: (P,Q) = (2x2 + 2y, x2 + y2 + x)
(iii) e1 6= 0 ∧e1 = k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y, x2 + y2 + 2x+ 3y)
(iv) e1 6= 0 ∧ d2 6= 0 ∧e1 = k · c ∧ a1 6= e1 ∧ d2 6= a2 ∧ e1 6= k · d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y, x2 + 2y2 + 3x)
(v) e1 6= 0 ∧ k · a2 = e1 ∧ e1 6= k · e2 ∧ d2 = c
prˇ: (P,Q) = (x2 + y, x2 + 3y2 + 3x)
(vi) e1 6= 0 ∧ a2 = d2 ∧ e1 6= a1 ∧ a2 6= c ∧ e1 6= c
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y, x2 + 2y2 + x+ 2y)
(Analogicky pro P = a1y
2 + e1x a Q = a2y
2 + cx2 + d2y + e2x)
Veˇta 4.13. Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2, kde P = a1x2 + d1x+ e1y a Q = a2x2 + cy2 +
d2x + e2y, kde a1 6= 0, a2 6= 0, d1 6= 0, e1 6= 0, c 6= 0, a1 = k · a2, pak za prˇedpokladu
platnosti vsˇech nutny´ch podmı´nek (P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2, jestlizˇe
(i) jestlizˇe d2 = e2 = 0 pak:
(α) d1 = k · c ∧ a1 = e1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + 2y2)
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(β) a1 = d1 6= k · c ∧ e1 6= k · c ∧ e1 6= a1
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 3y, x2 + 2y2)
(γ) e1 = k · c ∧ a1 6= e1 ∧ d1 6= e1 ∧ d1 6= a1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + 2y2)
(δ) e1 = d1 ∧ a2 = c
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 3y, 2x2 + 2y2)
(ii) jestlizˇe d2 6= 0 nebo e2 6= 0, pak:
(α) d2 = 0 ∧ a1 = k · c = d1 ∧ e1 6= a1
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, x2 + y2 + y)
(β) d2 = 0 ∧ a1 = d1 = e1 = k · a2 ∧ e1 6= k · e2 ∧ d1 6= k · c
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 3y2 + 3y)
(γ) d2 = 0 ∧ d1 = e1 ∧ c = e2 ∧ d1 6= k · c ∧ a2 6= c
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + 3y2 + 3y)
(δ) e2 = 0 ∧ d1 = e1 = a1 ∧ (c = d2 nebo d2 = a2 pro c 6= d2)
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 3y2 + 3x)
() d2 = 0 ∧ c = e1 = k · e2 ∧ (d1 6= a1 ∨ c 6= a2)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 3y, x2 + 3y2 + 3y)
(ζ) d2 = 0 ∧ d1 = k · c ∧ e1 = k · e2 ∧ e1 = a1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + 2y2 + y)
(η) d2 = 0 ∧ k · c = d1 = e1 ∧ c 6= e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + 2y2 + y)
(θ) d2 = 0 ∧ d1 = k · e2 ∧ e1 = k · c ∧ e1 6= d1 ∧(a1 = d1 nebo a2 = c)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + y2 + 2y)
(ι) d2 = 0 ∧ d1 = e1 = k · e2 ∧ a1 6= d1 ∧ a2 = c
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + y2 + 2y)
(κ) d2 = 0 ∧ d1 = k · e2 = k · c ∧ a1 6= e1 ∧ e1 6= d1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + 3y2 + 3y)
(λ) d2 = 0 ∧ e1 = k · e2 ∧ d1 = a1 ∧ e2 6= c
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 3y, x2 + 2y2 + 3y)
(µ) d2 = 0 ∧ a1 = e1 6= d1 ∧ c = e2 6= a2 ∧ d1 6= k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, x2 + 2y2 + 2y)
(ν) d2 = 0 ∧ a2 = e2 ∧ d1 = e1 6= k · c ∧ a2 6= c
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 3y, x2 + 2y2 + y)
(ξ) d2 = 0 ∧ d1 = k · c ∧ d1 6= e1 ∧ c 6= e2 ∧ e2 = a2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + 3y2 + y)
(o) d2 = 0 ∧ d1 = k · e2 ∧ d1 6= e1 ∧ e1 6= k · c ∧ c 6= e2 ∧ (e1 = a1 nebo c = a2)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + 3y2 + 2y)
(pi) d2 = 0 ∧ e1 = k · c ∧ e1 6= k · e2 ∧ e1 6= d1 ∧ e2 6= a2 ∧ k · e2 6= d1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ y, x2 + y2 + 3y)
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(ρ) d2 = 0 ∧ a2 = e2 = c ∧ e1 6= k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 3y, x2 + y2 + y)
(iii) jestlizˇe d2 6= 0, e2 6= 0, d1 6= k · d2 pak :
(α) d1 = a1 = k · c ∧ (d1 = e1 ∧ e1 6= k · e2 nebo d1 6= e1 ∧ e1 = k · e2)
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 3y, x2 + y2 + 3x+ y)
(β) a1 = e1 = k · e2 = k · c ∧ d1 6= a1 ∧ a2 6= d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ y, x2 + y2 + 2x+ y)
(γ) d1 = k · e2 ∧ e1 = k · d2 ∧ d1 6= e1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + y2 + 2x+ 3y)
(δ) d1 = k · e2 ∧ e1 6= k · d2 ∧ (a1 = k · c ∧ d1 6= e1 nebo a2 6= c ∧ e1 = d1)
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ 2y, x2 + y2 + 3x+ y)
() e1 6= k · d2 ∧ d1 = k · e2 ∧ (a2 6= c ∧ d1 6= e1)
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 3y2 + 2x+ y)
(ζ) a1 = k · e2 ∧ a1 6= d1 ∧ d1 = e1 = k · c
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2x+ 2y, x2 + 2y2 + 3x+ y)
(η) d1 6= k · e2 ∧ a1 6= d1 ∧ a2 = c = d2 ∧ d1 6= e1 ∧ (e1 = k · e2 nebo d1 = e1)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3x+ 2y, x2 + y2 + x+ 2y)
(θ) e1 6= k · e2 ∧ d1 6= k · c ∧ a1 = e1 = d1 ∧ (c = d2 6= e2 nebo d2 = c ∧ e1 = d1)
prˇ: (P,Q) = (x2 + x+ y, x2 + 2y2 + 2x+ 2y)
(Analogicky pro P = a1y
2 + d1y + e1x a Q = a2y
2 + cx2 + d2y + e2x)
Veˇta 4.14. Necht’ (P,Q) ∈ ( 2F2m [X, Y ])2, kde P = a1x2 + c1y2 + d1x+ e1y a
Q = a2x
2 + c2y
2 + d2x + e2y,kde a1 6= 0, a2 6= 0, c1 6= 0, c2 6= 0, a1 = k · a2 pak za
prˇedpokladu platnosti vsˇech nutny´ch podmı´nek (P,Q) ∈ ̂( 2F2m [X, Y ])2, jestlizˇe
(i) jestlizˇe d1 = e1 = d2 = e2 = 0 ∧ c1 6= c2
prˇ: (P,Q) = (x2 + y2, x2 + 2y2)
(ii) jestlizˇe e1 = d1 = 0 ∧ e2 6= 0 ∨ d2 6= 0 pak:
(α) c1 = k · c2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2, x2 + 2y2 + 3x+ y)
(β) c1 6= k · c2 ∧ c1 = k · d2 ∧ a2 = e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + y, x2 + y2 + 2x+ y)
(γ) c1 6= k · c2 ∧ c1 = k · e2 ∧ a2 6= d2 ∧ (c2 = d2 6= a2 nebo a2 = c2 6= d2)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2, x2 + y2 + 2x+ 3y)
(δ) c1 6= k · c2 ∧ c1 6= k · e2 ∧ a2 = c2 = d2 6= e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2, x2 + y2 + x+ 3y)
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() c1 6= k · c2 ∧ c2 = e2 6= a2 ∧ c1 6= k · d2 ∧ a1 6= c1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2, x2 + 2y2 + x+ 2y)
(ζ) c1 6= k · c2 ∧ c1 = k · d2 ∧ a2 = e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2, x2 + 2y2 + 3x+ y)
(iii) jestlizˇe a1 = k · a2 ∧ e1 6= 0 ∧ e2 6= 0 ∧ d1 = 0 ∧ d2 = 0 pak:
(α) c1 = k · c2 ∧ e1 6= k · e2 nebo e1 = k · e2 ∧ c1 6= k · c2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + y, x2 + y2 + y)
(iv) jestlizˇe a1 = k · a2 ∧ d1 = 0 ∧ d2 6= 0, e1 6= 0, e2 6= 0 pak:
(α) a1 = k · a2 ∧ c1 = k · c2 ∧ e1 6= k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + y2 + y, x2 + y2 + 3x+ 2y)
(β) c1 = k · c2 ∧ e1 = k · d2 ∧ a1 6= c1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 3y, x2 + 2y2 + 3x+ y)
(γ) a1 = k·c2 = k·d2∧a1 6= c1 pak (e1 = k·d2∧c1 = k·e2) nebo (e1 6= k·d2∧c1 = e1)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + y, x2 + y2 + x+ 2y)
(δ) c1 = k · d2 ∧ e1 = k · e2 ∧ a1 6= e1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2 + 2y, x2 + y2 + 3x+ 2y)
() c2 = d2 ∧ e1 6= k · d2 ∧ a1 = c1
prˇ: (P,Q) = (x2 + y2 + 3y, x2 + 2y2 + 2x+ 3y)
(ζ) c1 = k · e2 ∧ e1 = k · c2 ∧ c1 6= k · c2 ∧ e1 6= k · d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + y2 + 2y, x2 + 2y2 + 3x+ y)
(η) c2 = e2 ∧ c1 = k · d2 ∧ e1 6= k · d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 3y, x2 + y2 + 2x+ y)
(θ) a2 6= c2 ∧ c1 = k · c2 ∧ c1 = k · d1 ∧ e1 = k · d2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 2y, x2 + 2y2 + 2x+ 3y)
(ι) c1 = e1 = k · d2 ∧ a1 = k · c2 ∧ e2 6= a2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + 2y, x2 + y2 + 2x+ 3y)
(κ) a1 = k · e2∧ e1 = k ·d2∧ c1 6= k · c2∧ (c1 = e1∧ c2 6= e2) nebo (c2 = e2∧ c1 6= e1)
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2 + 3y, x2 + 2y2 + 3x+ y)
(λ) a1 = e1 = k · c2 = k · e2 ∧ k · d2 6= c1 ∧ c1 6= e1
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2 + y, x2 + y2 + 2x+ y)
(µ) c2 = e2 ∧ e1 = k · d2 ∧ c1 6= k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 3y2 + y, x2 + 2y2 + x+ 2y)
(v) jestlizˇe d1 6= k · d2 ∧ e1 6= 0, e2 6= 0, d1 6= 0, d2 6= 0 pak:
(α) c1 = k · c2 nebo e1 = k · e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + 2y2 + x+ 2y, x2 + y2 + 3x+ 2y)
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(β) d1 = k · e2 ∧ e1 = k · d2 ∧ c1 = k · c2 ∧ c1 = a1
prˇ: (P,Q) = (x2 + y2 + x+ 3y, x2 + y2 + 3x+ y)
(γ) a1 = k · c2 ∧ k · d2 = e1 ∧ d1 6= e2 ∧ d2 6= e2
prˇ: (P,Q) = (x2 + y2 + 3x+ y, x2 + y2 + 2x+ 3y)
(Analogicky pro P = a1y
2 + c1x
2 + d1y + e1x a Q = a2y
2 + c2x
2 + d2y + e2x
Pozna´mka 4.2. Pro stanoven´ı postacˇuj´ıc´ıch podmı´nek pro tvorbu
”
bijektivn´ıch pa´r˚u“
jsme vyuzˇili dalˇs´ı specificke´ vlastnosti polynomu˚ pole F22 a to stejny´ obor hodnot pro
evaluace r˚uzny´ch polynomu˚. V tomto prˇ´ıpadeˇ nema´me na mysli polynomy liˇs´ıc´ı se o kon-
stantu nebo o na´sobnost, zde je shoda zrˇejma´.
Na tomto za´kladeˇ stacˇilo uve´st pouze jednu podmı´nku pro dany´ polynom, splnˇuje-li
podmı´nku jeden, po prohozen´ı bude indukovat bijekci i druhy´.
Jedna´ se o tyto polynomy vcˇetneˇ jejich na´sobnost´ı a rozsˇ´ıˇren´ı o konstantu:
x2 + y + 2x x2 + 3y + x x2 + y + 3x
x2 + 2y2 + 2x x2 + y2 + x x2 + 3y2 + 3x
x2 + 3y2 + 3y x2 + y2 + 2y x2 + y2 + y
y2 + 3x+ y y2 + 2y + 2x y2 + y + x
x2 + 3y2 + 2y y2 + 2x+ y y2 + 3y + x
y2 + 3y + 2x 2y2 + x2 + 2y 2y2 + x2 + y
x2 + 2y + x x2 + x+ y x2 + 3y + 3x
x2 + 3y2 + x y2 + x2 + x x2 + y2 + 3x
x2 + y x2 + 2y x2 + 3y
y2 + x y2 + 2x x2 + 3x
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4.3. TROJICE KVADRATICKY´CH POLYNOMU˚
x2 + 2y + 2x x2 + 2y2 + 3y y2 + x2 + 3y
x2 + y2 + 2x y2 + 3x+ 2y y2 + 3y + 3x
y2 + x+ 2y x2 + 3y + 2x x2 + 2y + 3x
3y2 + x2 + y x2 + 3y2 + 2x x2 + 2y2 + 3x
x2 + y2 + 2x+ y x2 + y2 + x+ 3y x2 + y2 + 3x+ y
x2 + 2y2 + 2x+ 2y x2 + 2y2 + y + x x2 + 3y2 + 3x+ 3y
x2 + y2 + x+ 2y x2 + y2 + 3x+ 2y x2 + y2 + 2x+ 3y
x2 + 3y2 + x+ y x2 + 2y2 + 3y + 3x x2 + 3y2 + 2x+ 2y
Vrat’me se k prˇ´ıpadu p = 2, m = 1, n = 2, tedy kvadraticke´ polynomy dvou neurcˇity´ch
nad polem F2. V tomto prˇ´ıpadeˇ na´m x2 = x, tedy pro pole F2 nema´ smysl kvadraticke´
polynomy uvazˇovat.
4.3. Trojice kvadraticky´ch polynomu˚ trˇ´ı neurcˇity´ch
nad konecˇny´m polem F2m
Tedy rˇesˇ´ıme prˇ´ıpad n = 3 pro m = 1.
Kvadraticky´ polynom ma´ tvar ax2 + by2 + cz2 + dxy + eyz + fxz + gx+ hy + kz + l,
kde a 6= 0 nebo b 6= 0 nebo c 6= 0 nebo d 6= 0 nebo e 6= 0 nebo f 6= 0 a kde
a, b, c, d, e, f ∈ F2m .
V tomto prˇ´ıpadeˇ stacˇilo pouze pozmeˇnit program prˇedcha´zej´ıc´ı. Zmeˇnili jsme prˇedpis po-
lynomu, podmı´nky pro kvadraticky´ polynom, drobne´ zmeˇny jako odstraneˇn´ı prˇebytecˇny´ch
za´vorek apod. a za´veˇrem jsme netvorˇili dvojice, ale trojice polynomu˚. Vypsane´ polynomy
jsme da´le nezpracova´vali.
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4. EXPERIMENTA´LNI´ ANALY´ZA
Obr 4.5 uka´zka vy´stupu programu na vygenerova´n´ı trojic polynomu˚ nad polem F2
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4.3. TROJICE KVADRATICKY´CH POLYNOMU˚
Obr 4.6 uka´zka programu na vygenerova´n´ı trojic polynomu˚ nad polem F2
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5. GRAFICKE´ ZNA´ZORNEˇNI´ DVOJIC KVADRATICKY´CH POLYNOMU˚ NA TORU
5. Graficke´ zna´zorneˇn´ı dvojic
kvadraticky´ch polynomu˚ na toru
V te´to kapitole uvedeme zobrazen´ı dvojic kvadraticky´ch polynomu˚ na konecˇne´m poli a
to na toru. Pro zna´zorneˇn´ı konecˇne´ho pole vyuzˇ´ıva´me kruzˇnici, ktera´ na´m zachova´va´ arit-
metiku pole. Te´to vlastnosti vyuzˇijeme ke zna´zorneˇn´ı dvojice polynomu˚. Jelikozˇ potrˇebuje-
me zobrazit dvojici polynomu˚, pouzˇijeme
”
kruzˇnici kra´t kruzˇnici“ tedy torus. Prvn´ı po-
lynom urcˇuje prvn´ı sourˇadnici - tedy umı´steˇn´ı na rˇ´ıd´ıc´ı kruzˇnici a druhy´ polynom urcˇuje
umı´steˇn´ı na vedlejˇs´ı kruzˇnici, ktera´ je na rˇ´ıd´ıc´ı kruzˇnici kolma´.
Torus na´m v nasˇem prˇ´ıpadeˇ prˇedstavuje n-u´heln´ık - rˇ´ıd´ıc´ı, kde kolem kazˇde´ho vrcholu je
kolmo veden podobny´ n-u´heln´ık - vedlejˇs´ı. Pro nasˇe prˇ´ıpady pole F22m je n = 2m. Takto
zkonstruovany´ torus, na´m opeˇt zachova´va´ operace na konecˇne´m poli.
Uka´zˇeme si zna´zorneˇn´ı bijektivn´ıch i nebijektivn´ıch dvojic. U´vodn´ım obra´zkem si uka´zˇeme
orientaci na toru pomoc´ı sourˇadnic, ktere´ da´le pro prˇehlednost neuva´d´ıme, ale zachova´va´-
me natocˇen´ı toru. Pouzˇity´ program pro grafickou interpetaci viz [6].
Obr 5.1 popis toru: kazˇdy´ vrchol rˇ´ıd´ıc´ıho n-u´heln´ıku, tvorˇ´ı prvn´ı sourˇadnici, druha´ sourˇadnice
je da´na vedlejˇs´ımi n-u´heln´ıky
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Obr 5.2 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + xy + 1, Q = x2 + xy + x - dvojici tvorˇ´ı polynomy,
ktere´ nesplnˇuj´ı ani nutnou podmı´nku pro bijekci
Jak lze z obra´zku 5.2 videˇt, cˇlen xy na´m narusˇuje bijekci
”
nesymetricky“, tedy ani
vhodny´m prˇida´n´ım dalˇs´ıho cˇlenu, bychom bijekce nedosa´hli. Jak bude patrne´ z nadcha´zej´ı-
c´ıch obra´zku, jsou-li splneˇny nutne´ podmı´nky, obdrzˇ´ıme jako hodnoty zobrazen´ı bud’
vsˇechny mozˇne´ hodnoty, polovinu nebo cˇtvrtinu mozˇny´ch hodnot. Rozlozˇen´ı lze povazˇovat
za
”
symetricke´“ ve smyslu rozlozˇen´ı vzhledem k rˇ´ıd´ıc´ımu n-u´heln´ıku, tedy na vsˇech ved-
lejˇs´ıch n-u´heln´ıc´ıch je stejny´ pocˇet bod˚u.
Obr 5.3 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = y2, Q = y2 + 1 - dvojici tvorˇ´ı polynomy, ktere´ se liˇs´ı o
konstantu
Jak lze na obra´zku 5.3 videˇt, ma´me-li dvojici polynomu˚, jenzˇ se liˇs´ı o konstantu, do-
staneme vzˇdy cˇtyrˇprvkovou mnozˇinu rˇesˇen´ı. Oproti totozˇne´mu zobrazen´ı, jsou sourˇadnice
pouze posunuty na vedlejˇs´ım n-u´heln´ıku. Podobne´ rˇesˇen´ı obdrzˇ´ıme v poda´n´ı dvojice po-
lynomu˚ liˇs´ıc´ı se k-na´sobkem 5.4. I v tomto prˇ´ıpadeˇ je rˇesˇen´ı posunuto oproti totozˇne´mu,
avsˇak samozrˇejmeˇ jiny´m zp˚usobem, nezˇ je tomu v prˇ´ıpadeˇ konstanty.
30
5. GRAFICKE´ ZNA´ZORNEˇNI´ DVOJIC KVADRATICKY´CH POLYNOMU˚ NA TORU
Obr 5.4 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = y2 + x + 2y + 1, Q = y2 + 2x + 3y + 2 - dvojici tvorˇ´ı
polynomy, ktere´ se liˇs´ı o k-na´sobek
Obr 5.5 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 +x+ 3y+ 1, Q = y2 +x - dvojici tvorˇ´ı polynomy, ktere´
nesplnˇuj´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nku
Na obra´zku 5.5 a 5.6 lze videˇt jak vhodnou u´pravou lze z nebijektivn´ıho
”
pa´ru“ obdrzˇet
bijektivn´ı zobrazen´ı. V tomto prˇ´ıpadeˇ stacˇilo pouze modifikovat koeficient cˇlenu x v po-
lynomu Q.
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Obr 5.6 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + x + 3y + 1, Q = y2 + 3x - dvojici tvorˇ´ı polynomy
indukuj´ıc´ı bijekci
Obr 5.7 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + x+ y, Q = x2 + 2x+ 3y + 2 - dvojici tvorˇ´ı polynomy,
ktere´ splnˇuj´ı nutnou podmı´nku, nikoliv postacˇuj´ıc´ı
V prˇ´ıpadeˇ dvojice polynomu˚ 5.7 by pro bijekci stacˇilo pouze upravit cˇlen y poly-
nomu Q. Pokud bychom nahradili sta´vaj´ıc´ı koeficient u y cˇ´ıslem 2 byla by splneˇna jedna
z postacˇuj´ıc´ıch podmı´nek a zobrazen´ım bychom obdrzˇeli bijekci. Podobneˇ v prˇ´ıpadeˇ dvo-
jice 5.8 lze bijekce dosa´hnout naprˇ´ıklad odstraneˇn´ım cˇlenu 2x z polynomu P .
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Obr 5.8 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2, P = x2 + 2x+ y+ 3, Q = y2 + 3 - dvojici tvorˇ´ı polynomy, ktere´
nesplnˇuj´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nku
V prˇedchoz´ı kapitole jsem zminˇovali specificke´ vlastnosti polynomu˚ pro pole F22 , ktere´
da´le obecneˇ pro jina´ pole neprˇedpokla´da´me. Da´le tedy pro na´zornost porovna´me neˇktera´
specifika pole F22 s dalˇs´ım bina´rn´ım polem F23 . Popis toru pro zna´zorneˇn´ı bina´rn´ıho pole
F23 neuva´d´ıme, jde na´m pouze na´zornost a porovna´n´ı vlastnost´ı. Zejme´na porovna´n´ı plat-
nosti veˇty o symetrii a nesjednocen´ı odpov´ıdaj´ıc´ıch si polynomu˚ - t´ımto nevyvrac´ıme exis-
tenci odpov´ıdaj´ıc´ıch si polynomu˚ pro F23 pouze poukazujeme na skutecˇnost, zˇe vlastnosti
jednoho pole nelze automaticky prˇene´st na pole jine´.
Obr 5.9 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2 oproti (P,Q) ∈
̂
(
2
F23 [X,Y ])2, P = x2 +2y, Q = x2 +3y2 +x+3y
- zachova´n´ı symetrie
Pro dvojici polynomu˚ (P,Q) ∈ ̂( 2F22 [X, Y ])2 jsme zavedli symetrii pomoc´ı 4.9. Veˇta
poukazuje na skutecˇnost, zˇe v prˇ´ıpadeˇ, kdy ma´ polynom odpov´ıdaj´ıc´ı tvar a splnˇuje nutne´
prˇedpoklady k bijekci, je mozˇne´ neurcˇitou x a y zameˇnit, anizˇ by byla narusˇena bijekce
”
pa´ru“. Pro volbu dvojice polynomu˚ z 5.9 by se zda´lo, zˇe veˇta bude v platnosti i zde, neb
i po
”
symetrii“ obdrzˇ´ıme totozˇna´ zobrazen´ı jako jsou uvedena.
Vezmeme-li ovsˇem dvojici polynomu˚ (P,Q) ∈ ̂( 2F23 [X, Y ])2 jako na 5.10, pak pak po-
lynom P na prˇedpoklady pro
”
symetrii“ a s polynomem Q bijekci tvorˇ´ı. Provedeme-li
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ji ovsˇem, obdrzˇ´ıme tak nebijektivn´ı zobrazen´ı, jak lze videˇt na 5.10 vpravo. Veˇta tedy
obecneˇ nemu˚zˇe by´t bra´na pro libovolna´ pole.
Obr 5.10 (P,Q) ∈
̂
(
2
F22 [X,Y ])2 oproti (P,Q) ∈
̂
(
2
F23 [X,Y ])2, P = x2 + 3y2 + 3x + y, Q =
x2 + y2 + x + y - narusˇen´ı symtrie
Da´le jsme meˇli dvojice polynomu˚, jenzˇ se liˇsila prˇedpisem, ale hodnoty zobrazen´ı
byly pro oba polynomy stejne´, tedy tvorˇila
”
bijektivn´ı pa´r“ se stejnou mnozˇinou po-
lynomu˚. Vezmeme-li jednu takovou dvojici, jejich spolecˇne´ zobrazen´ı na´m da´ pocˇetneˇ
stejnou mnozˇinu jako zobrazen´ı dvou totozˇny´ch polynomu˚. Jak lze videˇt na 5.11 obecneˇ
nemu˚zˇeme prˇepokla´dat stejne´ vlastnosti polynomu˚ pro r˚uzna´ pole.
Obr 5.11 (P,Q) ∈
̂
(
2
F23 [X,Y ])2, P = 3x2 + y2 + x + 3y, Q = x2 + y2 + 2x + 3y
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6. Diskuse vy´sledk˚u o polynomech
indukuj´ıc´ı bijekci v souvislosti
s Maubachovou hypote´zou
V te´to kapitole si aplikujeme 3.4 na prˇedcha´zej´ıc´ı kapitolu. Veˇta pojedna´va´ o celkove´m
pocˇtu bijekc´ı vzhledem k charakteru binarn´ıho pole a srovna´n´ı celkove´ho pocˇtu bijekc´ı
s pocˇtem bijekc´ı indukovany´ch krotky´mi automorfismy. Vyhodnot´ıme pro prˇ´ıpad pod-
kapitoly 3.1 a pro prˇ´ıpad uveden v podkapitole 3.2. Pro pomocne´ vy´pocˇty opeˇt uzˇ´ıva´me
syste´mu Mathematica, ve ktere´m jsme tvorˇili
”
bijektivn´ı pa´ry“ kombinace: dvou linea´rn´ıch
polynomu˚, dvojici kvadraticky´ polynom-linea´rn´ı polynom. Zdrojove´ ko´dy neuva´d´ıme,
jedna´ se o modifikaci ko´d˚u v pra´ci uvedeny´ch a vyuzˇ´ıva´me zde pro nasˇe u´cˇely pouze
cˇ´ıselne´ho pocˇtu takto vytvorˇeny´ch dvojic.
Prˇ´ıpad 3.1 se ty´ka´ veˇty 3.4 cˇa´sti (i), (ii), kterou jsme rˇesˇili obecneˇ.
Uvazˇujme celkovy´ pocˇet bijekc´ı nad F2m tedy (2m)!
Ma´me-li kvadraticky´ polynom indukuj´ıc´ı bijekci, tedy ax2+c, celkovy´ pocˇet takto z´ıskany´ch
bijekc´ı je 2m · (2m − 1).
Podobneˇ uvazˇujme linea´rn´ı polynomy indukuj´ıc´ı bijekci, tedy ax+ b, kde i zde obdrzˇ´ıme
pocˇet bijekc´ı 2m · (2m − 1).
Vyuzˇijeme-li vztahu z veˇty 3.4 (i), (ii) obdrzˇ´ıme
(2m)!
(2m − 2)! = 2
m · (2m − 1)!.
Dle veˇty 3.4 by meˇl tento pocˇet odpov´ıdat pocˇtu krotky´ch automorfismu˚, ty na´m pro tento
prˇ´ıpad prˇedstavuj´ı pouze polynomy linea´rn´ı. Srovna´n´ım obou cˇ´ısel dojdeme k rovnosti.
Vezmeme-li jednoduchy´ prˇ´ıklad dvojice polynomu˚ nad polem F2,tedy prˇ´ıpad m = 1,
p = 2, n = 2, celkovy´ pocˇet mozˇny´ch bijekc´ı je 4!.
Polynomy ma´me ve tvaru P = cx + dy + e, Q = fx + gy + h. Abychom obdrzˇeli bijekci,
mus´ı by´t matice koeficient˚u regula´rn´ı tj.(
c d
f g
)
6= 0
V nasˇem prˇ´ıpadeˇ to znamena´ tyto mozˇnosti:(
1 1
1 0
) (
1 0
1 1
) (
0 1
1 1
)
(
1 1
0 1
) (
1 0
0 1
) (
0 1
1 0
)
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Ma´me tedy sˇest mozˇny´ch kombinac´ı. Vezmeme-li v u´vahu mozˇnosti, ktere´ na´m poskytuj´ı
konstanty e, h dostaneme se na cˇ´ıslo 6 · 2 · 2 = 24. Pocˇet bijekc´ı z´ıskany´ch linea´rn´ımi
polynomy je shodny´ s celkovy´m pocˇtem bijekci.
Prˇ´ıpad 3.2 se ty´ka´ veˇty 3.4 cˇa´sti (iii), kterou jsme rˇesˇili pro pole F4.
Kazˇdou bijekci je mozˇne´ indukovat n-tic´ı polynomu˚, kde stupenˇ polynomu˚ je mensˇ´ı nezˇ
pm − 1 viz [7]. Vezmeˇme nyn´ı nasˇi situaci p = 2, m = 2, n = 2. Tedy v tomto prˇ´ıpadeˇ
na´m vstupuj´ı do hry nav´ıc polynomy trˇet´ıho stupneˇ.
Celkovy´ pocˇet bijekc´ı (2m)! je v nasˇem prˇ´ıpadeˇ roven 16!.
Uvazˇujme dvojici polynomu˚ (P,Q), pro polynom stupneˇ nejvy´sˇe trˇi mohou nastat tyto
mozˇnosti:
A degP = 1, degQ = 1 2880
B degP = 1, degQ = 2 20160
C degP = 1, degQ = 3
D degP = 2, degQ = 1 20160
E degP = 2, degQ = 2 279360∗
F degP = 2, degQ = 3
G degP = 3, degQ = 1
H degP = 3, degQ = 2
I degP = 3, degQ = 3
Posledn´ı sloupec na´m prˇedstavuje pocˇet bijekc´ı indukovany´ch kombinac´ı polynomu˚
prˇ´ıslusˇne´ho rˇa´du. ∗ - tento vy´sledek je v pra´ci plneˇ popsa´n, ostatn´ı vy´sledky jsou jen
na za´kladeˇ programovy´ch vy´stup˚u. Je patrne´, zˇe cˇ´ıselneˇ srovna´me-li pocˇet bijekc´ı, ktere´
zna´me, je to pouze nepatrne´ cˇ´ıslo oproti hodnoteˇ 16!. V prˇ´ıpadeˇ A na´m celou mnozˇinu
rˇesˇen´ı prˇedstavuj´ı afinn´ı automorfismy. De Jonquie`r˚uv automorfismy mu˚zˇeme ocˇeka´vat
v prˇ´ıpadeˇ A, D, G kde ovsˇem nepokry´vaj´ı vesˇkere´ mozˇne´ bijekce. Vyvsta´va´ ota´zka poly-
nomu˚ trˇet´ıho stupneˇ a jejich chova´n´ı v pa´ru.
Ma´me tedy prˇipraven program i metodu pro klasifikaci polynomu˚ indukuj´ıc´ıch bijekci
a jsme schopni odvodit pocˇty n-tic indukuj´ıc´ıch bijekci. Rovneˇzˇ v´ıme, mezi dvojicemi
ktery´ch stupnˇ˚u lze hledat afinn´ı a de Jonquie`rovy automorfismy, tato analy´za na´m tedy
mu˚zˇe da´t i u´daj o jejich pocˇtu a ve srovna´n´ı s pocˇtem mozˇny´ch bijekc´ı i napomoci zod-
poveˇzen´ı ota´zky, zda divoky´ automorfismus indukuje bijekci. Tento prˇ´ıpad je ale potrˇeba
rˇesˇit pro prˇ´ıpad n ≥ 3, kdy nad polem divoke´ automorfismy existuj´ı viz. [8]
Na´mi zpracovany´ program ale pro vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost neumozˇnˇuje zat´ım efektivneˇ prova´-
deˇt analy´zu pro n ≥ 3, doba vy´pocˇtu prˇesahuje 240 hodin prˇi beˇzˇne´m vy´konu pocˇ´ıtacˇe. Je
tedy trˇeba zefektivnit algoritmus. Ma´me za to, zˇe metoda analy´zy n-tic polynomu˚ dany´ch
stupnˇ˚u indukuj´ıc´ıch bijekci mu˚zˇe k ocˇeka´vane´mu potvrzen´ı Maubachovy hypote´zy prˇispeˇt.
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Obr 6.1 Masayoshi Nagata
”
konstrukte´r“ prvn´ıho divoke´ho automorfismu, 1972
Nagat˚uv divoky´ automorfismus:
σ(X) = X − 2(XZ + Y 2)Y − (XZ + Y 2)2Z,
σ(Y ) = Y + (XZ + Y 2)Z,
σ(Z) = Z.
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7. Za´veˇr
V bakala´rˇske´ pra´ci jsme si po zaveden´ı za´kladn´ıch pojmu˚ prˇedstavili kvadraticke´ po-
lynomy indukuj´ıc´ı bijekci na konkre´tn´ım bina´rn´ım poli. Na za´kladeˇ analy´zy vy´stupu pro-
gramu˚ v syste´mu Mathematica jsme formulovali veˇty 4.1 azˇ 4.8, ktere´ jsme doka´zali. Veˇty
pojedna´vaj´ı o podmı´nka´ch nutny´ch pro tvorbu
”
bijektivn´ıho pa´ru “. V prˇ´ıpadeˇ veˇty
4.1 se jedna´ o podmı´nku nutnou a za´rovenˇ i postacˇuj´ıc´ı. Da´le prˇecha´z´ıme z obecny´ch
prˇedpoklad˚u na specificke´ vlastnosti kvadraticky´ch polynomu˚ nad polem F4. Po celkove´
analy´ze teˇchto polynomu˚ jsme formulovali veˇty 4.9 azˇ 4.14, pomoc´ı nichzˇ lze i snadno
sestrojit
”
bijektivn´ı pa´r“ nebo upravit jinak nebijektivn´ı dvojici. V za´veˇru kapitoly jsme
take´ uvedli dvojice kvadraticky´ch polynomu˚, ktere´ si navza´jem odpov´ıdaj´ı a d´ıky ktery´m
jsme mohli pocˇet podmı´nek cˇa´stecˇneˇ zredukovat. V nasleduj´ıc´ı cˇa´sti jsme interpretovali
vlastnosti z veˇt 4.9 azˇ 4.14 graficky´m zna´zorneˇn´ım na toru. Uvedli jsme nebijektivn´ı zob-
razen´ı a na´sledneˇ i mozˇnosti jeho na´pravy na bijektivn´ı zobrazen´ı. Skutecˇnost, zˇe uvedene´
vlastnosti jsou specificke´ jen pro dane´ pole, jsme uka´zali na protiprˇ´ıkladu vedene´m pro
pole F8. Posledn´ı kapitola aplikuje veˇtu 3.4 o srovna´n´ı celkove´ho pocˇtu bijekc´ı s pocˇtem
bijekc´ı indukovany´ch krotky´mi automorfismy na na´mi z´ıskane´ vy´sledky z programu˚. Pro
prˇ´ıpad 3.2 jsme modifikovali zde uvedene´ programy a provedli alesponˇ cˇ´ıselnou analy´zu
vsˇech mozˇny´ch kombinac´ı dvojic linea´rn´ıch a kvadraticky´ch polynomu˚ indukuj´ıc´ıch bi-
jekci.
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